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¸íá ìéêñü äåßãìá. Ãéá ðåñéóóüôåñá
åðéêïéíùíåßóôå ìáæß ìáò.

ÄéáèÝôïõìå ìéá ìåãÜëç ðïéêéëßá ëõìÝíùí
áóêÞóåùí êáé èåìÜôùí.
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1 Ðïëõþíõìá

¢óêçóç 1.1 (ÈÝìá 1 ÉáíïõÜñéïò 2013)

1. ¸óôù g(x); h(x) ∈ Q[x], g(x) = x2 − x − 1, h(x) = x3 − x − 1. Íá
âñåèåß ï ìêä(g(x); h(x)) êáé ðïëõþíõìá a(x); b(x) ∈ Q[x], ôÝôïéá þóôå
ìêä(g(x); h(x)) = a(x)g(x) + b(x)h(x).

2. ¸óôù F Ýíá óþìá êáé f(x); g(x); h(x) ∈ F [x] ìå f(x) ìç ìçäåíéêü êáé
ìêä(f(x); h(x)) = 1. Äåßîôå üôé ìêä(f(x); g(x)h(x)) =ìêä(f(x); h(x)).

3. Äåßîôå üôé ãéá êÜèå ðñþôï p êáé êÜèå a ∈ Zp, ôï ðïëõþíõìï xp − a ∈
Zp[x] äåí åßíáé áíÜãùãï.

Ëýóç 1.1 1. ÊÜíïíôáò ôéò äéáéñÝóåéò ðïëõùíýìùí Ý÷ïõìå: x3 − x− 1 =
(x + 1)(x2 − x − 1) + x ⇒ x = (x3 − x − 1) − (x + 1)(x2 − x − 1)
x2 − x− 1 = x(x− 1)− 1⇒ 1 = x(x− 1)− (x2 − x− 1)
Üñá ï ìêä ôùí ðïëõùíýìùí åßíáé ôï 1 êáé ãéá ôá a(x); b(x) Ý÷ïõìå

1 = (x− 1)x− (x2 − x− 1)

= (x− 1)[(x3 − x− 1)− (x+ 1)(x2 − x− 1)]− (x2 − x− 1)

= (x− 2)(x3 − x− 1)− (x2−)(x2 − x− 1)

2. ¸óôù d(x) = ìêä(f(x); h(x)) êáé d1(x) = ìêä(f(x); g(x)h(x)). Ôüôå
ôï d(x) äéáéñåß ôá f(x); h(x) Üñá äéáéñåß êáé ôá f(x); g(x)h(x). Óõíåðþò
ôï d(x) äéáéñåß ôï d1(x).

Áí p(x) 6= 1 åßíáé Ýíá áíÜãùãï ðïõ äéáéñåß ôï d1(x), ôüôå:

p(x)|d1(x)⇒ p(x)|(g(x)h(x))⇒ p(x)|g(x)p(x)|h(x);

ç ôåëåõôáßá óõíåðáãùãÞ åðåéäÞ ôï p(x) åßíáé áíÜãùãï ðïëõþíõìï. Åðßóçò,

p(x)|d1(x)⇒ p(x)|f(x):

Áí p(x)|h(x), ôüôå åðåéäÞ ìêä(f(x); h(x)) = 1 Ýðåôáé üôé p(x) = 1.
Áôïðï. Áí p(x)|h(x), ôüôå åðåéäÞ p(x)|f(x) Ýðåôáé üôé p(x)|d(x). ¢ñá
êÜèå áíÜãùãïò ðáñÜãïíôáò ôïõ d1(x) äéáéñåß ôï d(x) óõíåðÜãåôáé üôé
d1(x)|d(x)
ÔåëéêÜ, ïé d1(x)|d(x) êáé d(x)|d1(x) óå óõíäõáóìü ìå ôï üôé ïé ìÝãéóôïé
êïéíïß äéáéñÝôåò åßíáé ìïíéêÜ ðïëõþíõìá ìáò äßíïõí üôé d1(x) = d(x).

ÄÅÉÃÌÁ
Ãéá ðåñéóóüôåñá åðéêïéíùíåßóôå ìáæß ìáò

2



www.e-pitixia.gr ôçë.6976486417 email: info [at] e-pitixia.gr

3. Óýìöùíá ìå ôï È. Euler

ap = a mod p

ãéá êÜèå a ∈ Z. Óõíåðþò ôï ðïëõþíõìï xp − a ∈ Zp[x] Ý÷åé ñßæá óôï
Zp êáé Ýôóé äåí åßíáé áíÜãùãï.

2 Äáêôýëéïé

¢óêçóç 2.1 (ÈÝìá 2 ÉáíïõÜñéïò 2013) Èåùñïýìå ôïõò äáêôõëßïõò R =
Z5[x]

<x2+2>
êáé S = Z5[x]

<x2+1>
, üðïõ ìå < f(x) > óõìâïëßæïõìå ôï êýñéï éäåþäåò

ôïõ Z5[x] ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï f(x); f(x) ∈ Z5[x].

1. Äåßîôå üôé ï R åßíáé óþìá êáé üôé ï S äåí åßíáé áêÝñáéá ðåñéï÷Þ.

2. Áëçèåýåé üôé ïé äáêôýëéïé R êáé Z5 × Z5 åßíáé éóüìïñöïé; Áëçèåýåé
üôé ïé äáêôýëéïé S êáé Z5 ×Z5 åßíáé éóüìïñöïé;

3. Ðüóá óôïé÷åßá Ý÷åé ï R; Ðüóá óôïé÷åßá ôïõ S åßíáé áíôéóôñÝøéìá;

Ëýóç 2.1 1. ¸óôù üôé f(x) = x2 + 2. ¸÷ïõìå óôï Z5:

f(0) = 02 + 2 = 2

f(1) = 12 + 2 = 3

f(2) = 22 + 2 = 6 = 1

f(3) = 32 + 2 = 11 = 1

f(4) = 42 + 2 = 18 = 3

ÄçëáäÞ ôï ðïëõþíõìï f(x) = x2 + 2 äåí Ý÷åé ñßæá óôï Z5. Åö' üóïí
åßíáé äåõôÝñïõ âáèìïý êáé äåí Ý÷åé ñßæá åßíáé áíÜãùãï. Óõíåðþò ï

äáêôýëéïò ðçëßêï R = Z5[x]
<x2+2>

åßíáé óþìá...

2. ...

3. ... (Ãéá ðåñéóóüôåñá åðéêïéíùíåßóôå ìáæß ìáò.)

3 ÏìÜäåò

¢óêçóç 3.1 (ÈÝìá 3 ÉáíïõÜñéïò 2013) Èåùñïýìå ôçí ïìÜäá G = Z8 êáé
ôçí êõêëéêÞ õðïïìÜäá Ç = 〈[4]〉 ôçò G ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôï [4] ∈ Z8.

ÄÅÉÃÌÁ
Ãéá ðåñéóóüôåñá åðéêïéíùíåßóôå ìáæß ìáò
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1. Âñåßôå üëåò ôéò áñéóôåñÝò êëÜóåéò ôçò H óôç G.

2. Âñåßôå üëåò ôéò õðïïìÜäåò ôçò G.

3. Áëçèåýåé üôé ïé ïìÜäåò G
H êáé Z2 × Z2 åßíáé éóüìïñöåò;Áëçèåýåé üôé

ïé ïìÜäåò G
H êáé Z4 åßíáé éóüìïñöåò;

4. Âñåßôå üëá ôá óôïé÷åßá á ∈ G ôÝôïéá þóôå G =< á >.

Ëýóç 3.1 1. Åßíáé Ç = {n[4] : n ∈ Z} = {[0]; [4]} Üñá |G : H| = |G|
|H| = 4.

ÅðéðëÝïí, ïé áñéóôåñÝò êëÜóåéò åßíáé ïé

• H = [4] +H,

• [1] +H = {[1]; [5]} = [5] +H,

• [2] +H = {[2]; [6]} = [6] +H,

• [3] +H = {[3]; [7]} = [7] +H.

2. ÅðåéäÞ ç ïìÜäá G åßíáé êõêëéêÞ ôÜîçò 8 ïé õðïïìÜäåò ôçò åßíáé ôçò
ìïñöÞò 〈n[1]〉, üðïõ n öõóéêüò áñéèìüò. Äýï ôÝôïéåò õðïïìÜäåò 〈n1[1]〉 〈n2[1]〉
åßíáé ßóåò áí êáé ìüíï áí ôá óôïé÷åßá n1[1] êáé n2[1] Ý÷ïõí ôçí ßäéá
ôÜîç. ¹ éóïäýíáìá 8

ì:ê:ä:(8;n1)
= 8

ì:ê:ä:(8;n2)
Óõíåðþò ïé õðïïìÜäåò ôçò

G åßíáé ïé:

• ì:ê:ä(8; n) = 1 : G = 〈[1]〉,
• ì:ê:ä(8; n) = 2 : 〈2[1]〉 = {[0]; [2]; [4]; [6]},
• ì:ê:ä(8; n) = 4 : 〈4[1]〉 = {[0]; [4]} = Ç ,

• ì:ê:ä(8; n) = 8 : 〈8[1]〉 = {[0]}.

3. ...

4. ... (Ãéá ðåñéóóüôåñá åðéêïéíùíåßóôå ìáæß ìáò.)

Ãéá ðåñéóóüôåñá åðéêïéíùíåßóôå ìáæß ìáò.

ÄéáèÝôïõìå ìéá ìåãÜëç ðïéêéëßá ëõìÝíùí áóêÞóåùí êáé

èåìÜôùí.

ÄÅÉÃÌÁ
Ãéá ðåñéóóüôåñá åðéêïéíùíåßóôå ìáæß ìáò
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