
ÁóêÞóåéò ÐñáãìáôéêÞò ÁíÜëõóçò

Ãéá ðåñéóóüôåñá ëõìÝíá èÝìáôá êáé áóêÞóåéò åðéêïéíùíåßóôå

ìáæß ìáò.

ÄéáèÝôïõìå ìåãÜëç ðïéêéëßá õëéêïý ãéá ìéá ðëçèþñá

ìáèçìÜôùí.

1 Ôïðïëïãßá ìåôñéêþí ÷þñùí

¢óêçóç 1.1 ¸óôù (X,d) ìåôñéêüò ÷þñïò. Áðïäåßîôå üôé

(i). ãéá êÜèå A ⊆ X éó÷ýåé X\A◦ = X\A,

(ii). ãéá êÜèå A ⊆ X éó÷ýåé @A = A ∩X\A,

(iii). ãéá êÜèå A ⊆ X. Äåßîôå üôé @A = ∅ áí êáé ìüíï áí ôï Á åßíáé
ôáõôï÷ñüíùò áíïéêôü êáé êëåéóôü óýíïëï.

Ëýóç 1.1 (i). To A◦ åßíáé áíïéêôü åî ïñéóìïý. Óõíåðþò ôï óõìðëÞñùìÜ
ôïõ X\A◦ åßíáé êëåéóôü êáé óõíåðþò åßíáé ßóï ìå ôçí êëåéóôüôçôÜ ôïõ,
äçëáäÞ X\A◦ = X\A.

(ii). Óýìöùíá ìå ôïí ïñéóìü Ýíá óôïé÷åßï x ∈ X áíÞêåé óôï @A áí ãéá
êÜèå � > 0 éó÷ýïõí B(x; �) ∩A 6= ∅ êáé B(x; �) ∩Ac 6= ∅.
Áí ëïéðüí x ∈ @A, ôüôå ãéá êÜèå � > 0 éó÷ýåé B(x; �) ∩ A 6= ∅ êáé
óõíåðþò x ∈ A. ¼ìïéá Ý÷ïõìå üôé x ∈ X\A. ¢ñá @A ⊆ A ∩X\A.
Áíôßóôñïöá, Ýóôù x ∈ A ∩X\A êáé Ýóôù � > 0 ôüôå,
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• x ∈ A Üñá B(x; �) ∩A 6= ∅
• x ∈ X\A Üñá B(x; �) ∩Ac 6= ∅.

Óõíåðþò, x ∈ @A. ¢ñá @A ⊇ A ∩X\A.
ÔåëéêÜ, @A = A ∩X\A.

(iii). ¸óôù üôé ôï Á åßíáé êáé áíïéêôü êáé êëåéóôü. Ôüôå, áöïý åßíáé êëåéóôü
Á = A. Åðßóçò áöïý åßíáé áíïéêôü ôï óõìðëÞñùìÜ ôïõ X\A åßíáé
êëåéóôü Üñá, X\A = X\A. Óõíåðþò óýìöùíá ìå ôï ðñïçãïýìåíï
åñþôçìá

@A = A ∩X\A = Á ∩ (X\A) = ∅:

Áíôßóôñïöá, Ýóôù üôé @A = ∅. Ôüôå áðü ôï ðñïçãïýìåíï åñþôçìá

Ý÷ïõìå üôé A ∩X\A = ∅. ¢ñá A ⊆
(
X\A

)c
.

Áðü ôïí ïñéóìü ôçò êëåéóôüôçôáò Ý÷ïõìå üôé X\A ⊇ X\A êáé ðáßñíïíôáò

ôá óõìðëçñþìáôá
(
X\A

)c
⊆ (X\A)c = A.

Óõíåðþò, Á ⊆ A ⊆
(
X\A

)c
⊆ (X\A)c = A. ÄçëáäÞ, A = A êáé Üñá

ôï Á åßíáé êëåéóôü.

¼ìïéá äåß÷íïõìå üôé ôï ×\A åßíáé êëåéóôü êáé óõíåðþò ôï Á åßíáé
áíïéêôü.

¢óêçóç 1.2 (i). ¸óôù (X,d) ìåôñéêüò ÷þñïò êáé Á;Â õðïóýíïëá ôïõ × .
Äåßîôå üôé (A\B)◦ ⊆ A◦\B◦ êáé A\B ⊆ (A\B).

(ii). Äþóôå áðüäåéîç Þ áíôéðáñÜäåéãìá ãéá êÜèå ìéá áðü ôéò ðáñáêÜôù
ðñïôÜóåéò:

(a) áí Á ∩B = ∅, ôüôå Á ∩B = ∅,
(b) áí Á ∩B = ∅, ôüôå Á◦ ∩B = ∅,

Ëýóç 1.2 (i). Åßíáé (A\B) ⊆ A, Üñá (A\B)◦ ⊆ A◦. Áí x ∈ (A\B)◦ ⊆ A◦,
ôüôå õðÜñ÷åé � > 0 þóôå Â(x; �) ⊆ (A\B) êáé åðïìÝíùò x =∈ B Üñá êáé
x =∈ B◦. ÔåëéêÜ x ∈ A◦\B◦ êáé Ýôóé (A\B)◦ ⊆ A◦\B◦.
¸óôù x ∈ A\B êáé � > 0. Áöïý x =∈ B õðÜñ÷åé � > 0 þóôå Â(x; �) ∩
B = ∅. Áí �0 = min{�; �}, ôüôå áöïý x ∈ Á Ý÷ïõìå Â(x; �0) ∩ Á 6= ∅.
¸ôóé Ý÷ïõìå üôé õðÜñ÷åé y ∈ Â(x; �0) ∩ A. Ãéá ôï óôïé÷åßï áõôü y
Ý÷ïõìå:

• y ∈ A,
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• y ∈ Â(x; �0) ⊆ B(x; �),

• y ∈ Â(x; �0) ⊆ B(x; �) êáé Üñá y =∈ B.

Óõíåðþò y ∈ B(x; �)∩ (A\B), äçëáäÞ B(x; �)∩ (A\B) 6= ∅ êáé Ýôóé åî'
ïñéóìïý x ∈ (A\B). ÔåëéêÜ A\B ⊆ (A\B)

(ii). (a) ØåõäÝò. Ãéá ðáñÜäåéãìá áí (×; d) åßíáé ç ðñáãìáôéêÞ åõèåßá ìå
ôç óõíÞèç ìåôñéêÞ êáé Á = [0; 1], Â = (1; 2) ôüôå

• A ∩B = ∅,
• B = [1; 2] êáé Üñá Á ∩B = {1}.

(b) ÁëçèÝò. ÐñÜãìáôé, Ýóôù Á∩B = ∅ êáé x ∈ Á◦∩B. Áöïý x ∈ Á◦
õðÜñ÷åé � > 0 þóôå Â(x; �) ⊆ A. Åðßóçò x ∈ B Üñá Â(x; �)∩B 6=
∅, äçë. õðÜñ÷åé y ∈ Â(x; �) ∩B. ÅðïìÝíùò, y ∈ A ∩B. ¢ôïðï.

2 ÓõíÝ÷åéá

¢óêçóç 2.1 (i). ¸óôù f : (X; d) → (Y; p) óõíå÷Þò óõíÜñôçóç. Áí ï ×
åßíáé óõìðáãÞò äåßîôå üôé ç f åßíáé ïìïéüìïñöá óõíå÷Þò.

(ii). ¸óôù (X; d) óõìðáãÞò ìåôñéêüò ÷þñïò êáé Ýóôù f : X → X óõíå÷Þò.
Ïñßæïõìå ìéá áêïëïõèßá õðïóõíüëùí ôïõ × ùò åîÞò:

K1 = X êáé Kn+1 = f (Kn) ãéá êÜèå n ≥ 1:

Áðïäåßîôå üôé ç {Kn} åßíáé öèßíïõóá áêïëïõößá óõìðáãþí õðïóõíüëùí.
ÅðéðëÝïí äåßîôå üôé áí Ê = ∩∞

n=1Kn, ôüôå Ê 6= ∅ êáé f(K) = K.

Ëýóç 2.1 (i). ¸óôù � > 0. ÅðåéäÞ ç óõíÜñôçóç f åßíáé óõíå÷Þò ãéá
êÜèå x ∈ X õðÜñ÷åé �x > 0 þóôå f (B(x; �x)) ⊆ B (f(x); �=2). Ç
ïéêïãÝíåéá {Â(x; �x=2)}x∈X áðïôåëåß áíïéêôÞ êÜëõøç ôïõ × . Ëüãù ôçò
óõìðÜãåéáò ôïõ × õðÜñ÷åé ðåðåñáóìÝíç õðïêÜëõøç, Ýóôù ç {Â(xi; �xi=2)}mi=1.

Áí � = 1
2min{�xi : i = 1; : : : ;m}, ôüôå ãéá x; y ∈ X ìå d(x; y) < �

Ý÷ïõìå üôé:

(a) Áöïý ç {Â(xi; �xi=2)}mi=1 åßíáé ðåðåñáóìÝíç êÜëõøç ôïõ × õðÜñ÷åé
xk þóôå x ∈ B(xk; �xk=2) ⊆ B(xk; �xk).

(b) y ∈ B(xk; �xl). Ãéáôß

d(xk; y) ≤ d(xk; x) + d(x; y) <
�xk
2

+ � <
�xk
2

+
�xk
2

= �xk
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(c) Áöïý x ∈ B(xk; �xk) Ýðåôáé üôé p (f(x); f(xk)) < �=2.

(d) ¼ìïéá áöïý y ∈ B(xk; �xk) Ýðåôáé üôé p (f(xk); f(y)) < �=2.

(e) Óõíåðþò,

p (f(x); f(y)) < p (f(x); f(xk)) + p (f(xk); f(y)) < �=2 + �=2 = �

(ii). ÅðáãùãéêÜ äåß÷íïõìå üôé ôï Êi åßíáé óõìðáãÝò êáé üôé Ki+1 ⊆ Ki.

âÞìá 1. Ãéá i = 1 Ý÷ïõìå üôé ôï Ê1 = × åßíáé óõìðáãÝò êáé Ê2 =
f(X) ⊆ X = K1.

âÞìá 2. ¸óôù üôé ôï Êi åßíáé óõìðáãÝò êáé üôé Ki+1 ⊆ Ki. Ôüôå ôï
Êi+1 = f(Ki) åßíáé óõìðáãÝò ùò åéêüíá ôïõ óõìðáãïýò Êi ìÝóù
ôçò óõíå÷ïýò áðåéêüíéóçò f . Åðßóçò áöïý Êi ⊆ Ki−1 Ý÷ïõìå
Ki+1 = f(Ki) ⊆ f(Ki−1) = Ki.

Ìå åðáãùãÞ äåß÷íïõìå åýêïëá üôé Ên 6= ∅ ãéá êÜèå n. ÐñÜãìáôé,
Ê1 = × 6= ∅ êáé áí Ên−1 6= ∅, ôüôå Kn = f(Kn−1) 6= ∅.
Áí Ê = ∩∞

n=1Kn, ôüôå ðáñáôçñïýìå üôé K 6= ∅ áöïý ç ïéêïãÝíåéá {Kn}
ôùí êëåéóôþí óõíüëùí ôïõ óõìðáãïýò ÷þñïõ × Ý÷åé ôçí éäéüôçôá ôçò
ðåðåñáóìÝíçò ôïìÞò. ÐñÜãìáôé, áí Êi1 ; · · · ;Kim åßíáé Ýíáò ðåðåñáóìÝíïò
áñéèìüò óõíüëùí ôçò ïéêïãÝíåéáò ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé i1 <
· · · < im êáé åðåéäÞ ç ïéêïãÝíåéá åßíáé öèßíïõóá Ý÷ïõìå üôé

Êi1 ∩ · · · ∩Kim = Kim 6= ∅:

ÔÝëïò
x ∈ K ⇔ x ∈ ∩∞n=1Kn ⇔

f(x) ∈ ∩∞n=1f(Kn) = ∩∞n=1Kn+1 ⇔

f(x) ∈ X
⋂

(∩∞n=1Kn+1)⇔

f(x) ∈ ∩∞n=1Kn; n ≥ 1⇔

f(x) ∈ K
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